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Учебно-исследовательская работа студентов – одна 

из важнейших форм учебного процесса, для которой 
характерно удачное сочетание обучения и практики. В 
рамках этой работы студент приобретает сначала основ-
ные навыки исследовательской работы, а затем начинает 
воплощать теоретические знания при решении практи-
ческих задач. В процессе исследовательской работы сту-
денты развивают творческие способности, вырабатыва-
ют умение анализировать полученные результаты, при-
обретают практические навыки работы на компьютере с 
прикладными пакетами для оформления работы. 

Наиболее важен постепенный переход от простых 
форм учебно-исследовательской работы к более слож-
ным. Этот процесс позволяет студенту гармонично раз-
виваться и совершенствовать свои умения и навыки. 
Поэтому необходимо привлекать студентов к исследова-
тельской деятельности  с младших курсов. Это помогает 
преподавателю выявить динамику научных предпочте-
ний учащихся, а студентам – выбрать научное направле-
ние их дальнейшей работы.

В процессе выполнения исследовательской работы 
студенты младших курсов должны научиться применять 
теоретические знания на практике, работать с научной 
литературой, самостоятельно решать учебные задачи, 
докладывать результаты своих исследований на конфе-
ренциях. Проведение студенческих научных конферен-
ций является эффективной формой исследовательской 
работы. Цель подобных конференций – углубленное из-
учение программного материала, приобретение навыков 
публичных выступлений с научными сообщениями. При 
оценке доклада учитывается содержательная ценность 
сообщения, умение преподнести материал, участие в 
дискуссии. Такие выступления развивают у студентов 
математически грамотную устную речь, формируют 
культуру публичного выступления, что является очень 
значимым в будущей профессиональной деятельности.

В настоящей статье приведена исследовательская 
работа студентки второго курса Ивановой Виктории 
«Применение несобственных интегралов при решении 
геометрических задач», которая была представлена на 
научной студенческой конференции.

В учебной работе по математическому анализу, 
при изучении раздела «Интегральное исчисление», 
мы ограничивались только исследованием на сходи-
мость несобственных интегралов первого и второго 
рода. Заметим, что на изучение сложной и важной темы 
«Несобственные интегралы первого и второго рода и их 
приложения» учебным планом бакалавров инженерного 
профиля отводится два аудиторных часа. 

Основной целью данной исследовательской работы 
является поиск и исследование геометрических задач, 
которые решаются с помощью несобственных интегра-
лов. Работа состоит из двух параграфов: первый посвя-
щен несобственным интегралам с бесконечными преде-
лами, а второй – несобственным интегралам от неогра-
ниченных функций. Оба параграфа построены по следу-
ющему принципу: после теоретической части следует 
изучение несобственных интегралов на сходимость, 

далее приведены геометрические задачи, при решении 
которых использовались несобственные интегралы ([1], 
[2]). Проиллюстрируем основное содержание работы на 
конкретных задачах.

Задача 1. Исследовать на сходимость интеграл 
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Вычислив предел, получим ответ: интеграл сходится 
и равен 
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Задача 2. Найти все значения параметра α , при ко-

торых сходится интеграл 
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Решение. Воспользуемся определением несобствен-
ного интеграла с бесконечным нижним пределом: 
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В этой части работы так же исследованы на сходи-
мость следующие несобственные интегралы первого 
рода:  
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же проведено исследование, при каких значениях пара-
метров α  и β  сходится интеграл 
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Задача 3. Найти площадь фигуры, заключенной меж-
ду линиями  xy e −=  и  0y = .

Решение. Необходимо построить график функции, 
провести для этого полное исследование ее поведения с 
помощью производной первого и второго порядка. Для 
графического изображения фигуры в работе использо-
вался пакет Mathcad (Рис. 1). 

Вычислим площадь полученной неограниченной фи-
гуры по формуле: ( )

b
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Рис. 1.
В определенном интеграле выполним сначала замену 

переменной 2x t= , а затем в полученном интеграле 

проинтегрируем по частям. Окончательно получим, что 
данная фигура, неограниченно простирающаяся вправо, 
квадрируема и ее площадь равна 2 .

Задача 4. Найти площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями  1y

x
= ,  1x = ,  0y = . Найти объем, полученный 

от вращения данной фигуры вокруг оси O x .

Рис. 2

Рис. 3
В ходе проведенных исследований было доказано, 

что данная плоская фигура не имеет площади, так как 
несобственный интеграл, который выражает эту пло-
щадь, расходится. 

А вот неограниченное тело,  полученное от вращения 
указанной площади вокруг оси O x (Рис. 2), имеет объ-
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ем, равный  2
1

d x
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Задача 5. Дуга кривой  xy e −=  при [ ]0;x ∈ +∞ , 

вращается вокруг оси O x . Найти площадь полученной 

поверхности. Найти объем тела, полученного от враще-
ния криволинейной трапеции с основанием на оси O x , 

ограниченной данной дугой, вокруг оси O x .

Решение. Для вычисления площади данной неогра-
ниченной поверхности вращения, воспользуемся фор-
м у л о й : 
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Задача 6. Найти площадь фигуры между линией  

2

1
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y
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+

 и ее горизонтальной асимптотой.

Рис. 4

Рис. 5
Решение. Для построения данной кривой (кривой 

Аньези) методами дифференциального исчисления 
были найдены экстремумы функции, интервалы моно-

тонности, интервалы выпуклости и вогнутости, точки 
перегиба, асимптоты данной кривой (рис.4). 

Искомая площадь неограниченно простирающейся 
вправо и влево фигуры равна: 
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В этой части работы также найдена площадь фигуры, 
ограниченной линиями  1xy x e − +=  и  0y =   на полу-

интервале  )0; + ∞ . Для построения кривой было 

проведено исследование ее поведения с помощью пер-
вой и второй производной (Рис. 5). С помощью несоб-
ственного интеграла с бесконечным пределом интегри-
рования была вычислена площадь фигуры, ограничен-
ной графиком функции 2

2
x

y x e
−
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 и ее горизонтальной 

асимптотой при 0x ≥ .

Вторая часть исследования посвящена несобствен-
ным интегралам  от неограниченных функций. Здесь ис-
следованы на сходимость следующие интегралы: 
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В ходе исследования, где это необходимо,  применя-
лись метод замены переменных и метод интегрирования 
по частям.

Решены следующие геометрические задачи на при-
менение несобственных интегралов второго рода:

1. Найти объем тела, полученного от вращения во-
круг оси  O x  (Рис. 6) и вокруг оси O y (Рис. 7) плоской 

фигуры, заключенной между кривой  lny x=   и  0y =  

на полуинтервале  ]( 0, 1 .

Рис. 6
В случае вращения неограниченной фигуры вокруг 

оси O x , будем иметь: 
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Рис. 7
В случае вращения неограниченной фигуры вокруг 

оси O y , будем иметь: 
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  и ее горизонтальной асимптотой, при  
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4. Найти объем тела, полученного при вращении во-
круг оси  O x   плоской фигуры, заключенной между 

кривой  
3

1
4

y
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, ее вертикальной асимптотой и 

осью  O x   на отрезке [ ]2, 6 .

Для построения графиков проводилось исследование 
поведения функций методами дифференциального ис-

числения, а для оформления работы использовался при-
кладной пакет MathCad.

В заключении хотелось бы отметить, что исследова-
тельская работа выполнена студенткой математически 
грамотно, аккуратно оформлена, все необходимые в за-
дачах графики сделаны самостоятельно с применением 
графического редактора, а все выкладки в решении за-
дач приведены полно и подробно. 

Научно-исследовательская работа студентов млад-
ших курсов – это многостороннее, полифункциональное 
явление, которое имеет не только учебное, но и личност-
ное значение. Эта форма организации деятельности уча-
щихся, осуществляемая под руководством преподавате-
ля, способствует формированию познавательной само-
стоятельности, инициирует способность и потребность 
в самообразовании [3-6]. Ведь в современных условиях 
подготовка специалистов с высоким уровнем професси-
ональной компетентности и разносторонним личност-
ным развитием, способных к непрерывному самосовер-
шенствованию, постоянному пополнению и расшире-
нию спектра своих знаний и умений, то есть способных 
учиться всю жизнь, является одной из центральных за-
дач современного высшего образования.
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